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Introducere

Incepand cu anul scolar 1999-2000, s-a reintrodus studiul vectorilor in cadrul programei de
matematicd din clasa a IX-a. Ulterior, prin programa gcolara din 2004 [19] si apoi cea din
2009 [20] s-a dorit clarificarea acestei teme in ceea ce priveste continuturile. Scopul acestei
note este de a prezenta unele aspecte legate de acesta tema. Sunt elemente pozitive, dar
si negative, precum si unele propuneri. Toate acestea sunt adunate dupa 20 de ani de
activitate didactica desfasurata exclusiv la catedra.

Scurt istoric

Geometria vectoriala a mai fost studiata in liceele din Roménia inainte de 1980. Motivele
au fost foarte clare si erau legate de dezvoltarea industriald a tarii. In acel context, po-
litica educationala a acelor vremuri avea scop principal pregatirea unor specialigti pentru
industrie. Prin urmare au fost adaptate si programele scolare acestui demers.

Deoarece la majoritatea institutiilor universitare cu caracter politehnic, admiterea se
realiza pe baza unor teste scrise, de obicei dificile, din matematica si fizica, s-a considerat
ca notiunea de vectori trebuie studiata si la matematica pentru a fi aplicata apoi mai
usor la unele capitole din fizicd. Nu dorim sa apreciem daca deciziile de atunci au fost
bune sau nu, dar este cert ca aceste decizii erau justificate din punct de vedere economic.
Profesorii de atunci au primit o importanta mana de ajutor pentru perfectionarea acti-
vitdtii didactice prin tiparirea, in limba roméand, a lucrarii [10]. Ulterior, bibliografia a
fost completata de unele realizari de valoare semnate Miron [12], Rusu[16] sau Simionescu
[17], [18]. Ceva mai tarziu apare gi lucrarea regretatului Branzei [5], cu care se incheie
acest capitol, deoarece, dupa 1980, aceasta notiune nu a mai fost studiata in cadrul orelor
de matematica.

Anul scolar 1999-2000 aduce schimbari importante in programa scolara, consecinte ale
unei reforme demarate in 1997 si neterminata nici in prezent. Incepand cu acel an scolar
s-a reintrodus studiul vectorilor in matematica de liceu. Aceasta decizie discutabild a
fost insotita de una, absolut nejustificata, de eliminare a geometriei clasice din programa
clasei a IX gi apoi a X-a.

Drept consecintd, au aparut manuale noi, cum ar fi [3], [6], [7] sau [11]. Pe piatd au
aparut diferite lucrari de specialitate, cum ar fi [1] sau [2]. Anumite aspecte legate de
notiunea de vectori se gasesc si in [14] sau [9).

Profesorii din sistemul preuniversitar au incercat sa isi formeze un demers didactic cat
mai solid, in ciuda unei programe scolare ambigue si neclare. Unii, mai curajosi, si-au
expus public ideile prin unele lucrdri cum ar fi [4], [8] sau [14]. Din p#cate au aparut
pe piata si multe lucrari nereusite, mai ales la nivelul auxiliarelor scolare. Majoritatea
contin aceleasi probleme preluate din lucrarile mai vechi, fara a le grupa dupa vreun
criteriu didactic.

Autorii acestei note au analizat toate aceste lucrari si, {indnd cont de programa, au
incercat si isi realizeze propriul demers didactic pe care l-au expus in [13].
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Insa, din discutiile avute cu unii colegi mai tineri, se constata cu tristete ca aceasta

tema continud sa fie neclara. Din acest motiv vom prezentaa in continuare unele aspecte.

Aspecte negative

Primul aspect negativ este cel legat de programa scolara. Vom detalia avand ca baza de
discutii programa pentru clasa a IX-a M1, din 2009. Programa scolara nu este clara deloc.
Nu este limpede ce dorim sa facem cu notiunea de vector si cidt de mult sa o detaliem.
Sesizam un amestec nereusit de rigurozitate excesiva si irelevanta. Daca notiunea de
vector este introdusa foarte riguros, folosind inclusiv relatii de echivalenta, iar adunarea
vectorilor este studiata cu amanunte, inclusiv faptul ca este corect definita, finalul este
reprezentat de teoremele lui Menelaos sau Ceva, a caror demonstratii vectoriale sunt mult
mai dificile decat cele clasice.

De asemenea, programa scolara nu are nici o viziune. Temele propuse pentru a fi
predate elevilor sunt putin haotice, fiind amestecate elemente de geometrie euclidiana,
vectoriala si analitica. Elevul nu isi poate forma niste deprinderi de calcul, deoarece
temele alterneaza fara vreo legatura. Astfel intalnim operatii cu vectori, apoi vectori de
pozitie, teorema bisectoarei, relatia lui Sylvester si concurenta inaltimilor.

Un alt aspect este legat de rezultatele teoretice pe care le consideram cunoscute pentru
a putea fi folosite fara demostratie in examene. Practic regula paralelogramului si regula
triunghiului sunt singurele unanim acceptate. Ilustram cu doua exemple din variantele
propuse in 2009 pentru examenul de Bacalaureat.

Problema 1.1. Notam cu O, centrul triunghiului echilateral ABC. Demonstrati ca

—_— = = —
OA+0B+0C=0.

Un elev serios stie ca, in orice triunghi ABC, centru de greutate G verifica relatia
— — — o
GA + GB + GC = 0. Daca problema ar fi data la examen, acest elev ar fi scris relatia

mentionata si apoi ar fi completat cu faptul ca O = G, in cazul triunghiului echilateral.

Problema 1.2. Punctul M este pozitionat pe latura (BC) a triunghiului ABC' astfel
incit CP = 2BP. Demonstrati ca

— —

3AP = AC + 2AB.

Una dintre relatiile importante este cea legata de punctul care imparte un segment
PC
intr-un raport dat. Dacid P € (BC) astfel incat P k € (0,00) atunci
— —
—  AC+EAB

Ap="+—"""
1+k 7
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pentru orice punct A. Pentru cazul k£ = 2, obtinem relatia ceruta.

Atunci se nagte intrebarea: Ce facem la examenul de Bacalureat cu astfel de rezolvari?
Cum le evaluam?. Corect ar fi, sa se elaboreze subiecte care sa elimine astfel de situatii.
Raspunsul s-a dat ulterior prin propunerea unor subiecte absolut minimalistice, dar care
au nascut intrebarea: Pentru ce studiem vectorii?

Aceasta din urma este de fapt marea problema. Manualele sau culegerile din prezent
contin suficiente exercitii sau probleme care modeleaza algebric unele proprietati geome-

trice cunoscute, cum ar fi urmatoarele exemple:

Problema 1.3. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Daca notam cu M
mijlocul laturii [BC], determinati valoarea numarului real o pentru care

—

— -
GA+aGM = 0.

Problema 1.4. Fie ABCD wun paralelogram de centru O. Demonstrati ca

e - = -
OA+0OB+0C+0D =0.

Aceste exemple sunt utile pentru a forma deprinderi de calcul vectorial, dar nu sunt
relevante. Elevul va raméne cu impresia ca s-au compus exercitii pentru a justifica tema,
fara a se atinge fondul problemei. Totusi, in unele manuale gasim incercari de a demon-
stra utilitatea metodei vectoriale in studiul geometriei, dar exemplele nu sunt neaparat
relevante.

Din nefericire g&sim si unele erori grave. In unul dintre manuale, cu largs raspandire,
gasim demonstratia vectoriala a teoremei lui Thales. Este un aspect negativ important,
deoarece aceasta teorema este folosita pentru a demonstra distributivitatea operatiei de

inmultire cu scalar in raport cu adunarea vectorilor. Este cam acelasi lucru cu a calcula

lim
xr—0

determinarea derivatei sinusului.

cu regula lui 'Hospital, in conditiile in care acesta limita este folosita pentru

Apectele legate de programa trebuie corectate de catre minister. Pana atunci, fiecare

profesor trebuie sa isi formeze un demers didactic care sa elimine erorile si irelevanta.

Aspecte pozitive

Daci tot studiem vectorii, atunci trebuie s& punem in evidentd partea utili. In demersul
didactic, trebuie prezentate acele situatii in care vectorii sunt mai eficienti decat metodele
clasice. In principiu avem doua cazuri.

Prima situatie este aceea in care rezolvarea vectoriala este mult mai scurta decéat cea

clasica. Iata cateva exemple.
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Problema 2.1. Fie triunghiul ABC' gi punctele M € (BC), N € (CA), P € (AB)
MB NC PA
C NA PB

centru de greutate.

astfel incat Demonstrati ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi

Demonstratie. Notam cu k valoarea comuna a celor trei rapoarte din ipoteza. Fie G
— — — —
— GB+kGC —— GC+EkGA

centrul de greutate al triunghiului ABC. Avem GM = ——— GN = ———,
1+k 1+k
., GA + kG B
respectiv GP = I Fie G’ centrul de greutate al triunghiului M N P. Atunci
G—d’ _ G_M 1 (7]7 4 G—P> _ GBlJ;kkGC 4 GcltLIZGA + GAlJ;kkGB
3 3
—_— = —
_ GA+GB+GC G
— 2 =0,
de unde obtinem G’ = G. O

Problema 2.2. Fie trapezul ABCD avind AB||CD gi punctele E € (AD), respectiv
F € (BC) astfel incit EF||AB. Demonstrati ca

FA EB
ED EC
, . . FB
Demonstratie. Notam D T sl Vol y. Avem
E— —_— —

—
F=FED+ DC+CF
si
— —_— - — —_—  —— —
EFF=FA+AB+ BF = —xED + AB — yCF.

Inmultim prima relatie cu z si o adunim cu a doua. Obtinem
— —_— — —
(1+2)EF =AB+CD+ (v —y)CF.

—
Vectorul C'F', avand directie diferita de a celorlalti trei din relatie, trebuie sa aiba coefi-

cientul nul i atunci z = y, de unde se deduce concluzia. O

Problema 2.3. In patrulaterul ABCD,G este centrul de greutate al triunghiului BC'D,
tar H ortocentrul triunghiului ACD. Demonstrati ca ABGH este paralelogram daca si

numai daca G este centrul cercului circumscris triunghiului ACD.

Demonstratie. Fie O centrul cercului circumscris ADC. Atunci

—

— —_— — —_— = —
OG = OH+HG=0A+0D+0C+ AB
—_— = — —
= OB+ 0D+ 0C =30G,
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deci O = (. Reciproc, daca centrul cercului circumscris triunghiului ADC' este G, atunci,
din relatia lui Sylvester, avem

— —_— = —
GH = GA+GD+GC
—_— s = = — —
= GB+GD+GC+GA—-GB = BA,
— —
adica GH = BA, deci ABGH este paralelogram. n

Problema 2.4. Fie patrulaterul convex ABCD si M mijlocul laturii (CD). Daca AB =
BC + AD gi BM LAM atunci BC||AD.

Demonstratie. Avem

—_—  — —_— - —
— AD+ AC AD+ AB+ BC
AM: = ,
2 2
iar -
WZAD—FBZC—AB

—_—
Dar AM - BM = 0 de unde obtinem

—_— = —>):O

(E+BT§+E) (A +BC—A

) (35 + )’ - 35"

Atunci AB? = AD?*+B(C?+2AD-BC'. Din ipotezi avem AB? = (AD + BC)? . Comparim
—_— =
cele doua relatii gi obtinem AD-BC = AD-BC, adica cos £ (AD, BC) = 0si BC||AD. O

Un alt aspect pozitiv este cel legat de faptul ca metodele vectoriale pot oferi anumite
abordari de tip algoritmic pentru teme cum ar fi perpendicularitatea, concurenta sau

coliniaritatea.

Problema 2.5. Fie triunghiul ABC si punctele M € (AB), N € (BC), P € (AC)

MA NB PC
astfel incit — = k, BO [ i — = m. Demonstrati ca G, centrul de greutate al

MNP, apartine medianei din A daca si numai daca 2l = m + k.

NB 1 AP
NC  1-1' AC

Demonstratie. Prin calcul algebric avem 1 — m. Atunci

_— — -
— AM + AN + AP

AG = 5
—_— — —_— —
 kEAB4+(1-m)ACH+ (1 -1)AB +1A
a 3
_ k+1_lz4—B>+l+1_m14—>.

3 3
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Dacd [AD] este mediana atunci
AB + AC
—
75 B

— —
Punctele A, G, D sunt coliniare daca si numai daca coeficientii vectorilor AB gi AC, din

relatiile anterioare, sunt proportionali, adica

k;—i—l—l_l—i—l—m
3 n 3 ’

de unde 2! = m + k. O

Problema 2.6. Fie triunghiul ABC si punctele D € (AB), E € (AC) astfel incat

DA CFE
= Demonstrati ca mijloacele segmentelor (AB) ,(DE) gi (AC) sunt coliniare.

DB EA
DA E
Demonstratie. Notam DB = % = k. Fie M mijlocul lui (AB), N mijlocul lui (AC),
iar P mijlocul lui (DE). Atunci
DA+ EA
PM = PA+AM = =222+ 1
ko —-— 1 — 1=
= ——AB-———A —AB
S(k+ 1) 2+ T2
2(k+1) 7 2(k+1)
Pe de alta parte
NP — NA+aP--iac+_ " _ap._1 3¢
B A AT Y T
R Ry P g
T 2(k+1)7 T 2(k+1)7
— —
Atunci NP = kPM, iar punctele M, P, N sunt coliniare. n

Problema 2.7. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD si O centrul cercului circumscris.
Notam cu Ha, Hg, Ho, Hp, ortocentrele triunghiurilor BCD, CDA, DAB, respectiv ABC.
Demonstrati ca dreptele AH , BHg, CHo, DHp sunt concurente.

Demonstratie. Cele patru triunghiuri din enunt au acelasi centru al cercului circumscris.
Avem

—_— —_— = —

OHy,=0B+0C+OD.

Un punct Y apartine dreptei AH 4 daca exista un numar real y astfel incat

—_ — —_—
— — — —
= (1-y)OA+yOB +yOC + yOD.
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1
Alegem y = 3’ din motive de simetrie, si obtinem
— 1— l— 1— 1—
oY = §OA + §OB + QOO + §OD.

Se verifica apartenenta punctului determinat mai sus si la dreptele BHg, CHe, DHp. [

Un aspect pozitiv neexploatat este cel legat de problemele de geometrie in spatiu.
Sunt multe cazuri in care vectorii pot oferi solutii mai eficiente. Urmatoarele exemple
pot confirma acest fapt. Din nefericire, nu ne vom intalni cu aceste situatii prea curand

deoarece geometria in spatiu nu mai face parte din programa scolara a claselor de liceu.

Problema 2.8. Un plan taie muchiile VA,V B,V C ale piramidei triunghiulare VABC,
respectiv in punctele M, N, P. Demonstrati ca centrul de greutate G al piramidei apartine
planului (M N P) daca si numai daca

MA NB PC

e

MV - NV PV

Demonstratie. Daca notam cu a, b, ¢, valorile celor trei rapoarte din enunt atunci vom
— —_— — — — —

avea VM = —5VA VN = ;5VB si VP = _5VC. Dar G € (MNP) daci existd
z,y,z € (0,1) cu x + y + z = 1, astfel incat

— — —
VG =2VM+yVN + 2VP.

1.

Obtinem

— 1 — 1 — —

VG ==z VA+y——VB+z2 V(.

a+1 b+1 c+1
—, VA+VB+VC a+1 b+ 1 c+1
Dar VG = 1 , de unde x = Y=g siz= . Prin adunare,
obtinem
a+b+c=1,

adica exact relatia ce trebuia demonstrata. O]

Problema 2.9. Fie cubul ABCDEFGH. Demonstrati ca AGL (BDE).
— —_— ——  ——
Demonstratie. Avem AG = AB + AD + AE. Atunci
—_— — —_— —— = —_— —
AG-BD = (AB+AD+AE) (AD—A )
= —AB?>+ AD? =0,
deoarece celelalte produse care apar prin desfacerea parantezelor sunt nule. Apoi
—_— — —_— —— = =
AG-DE = (AB +AD + AE) (AE - AD)
= AE® - AD?=0.
Atunci AGLBD si AGLDE, de unde obtinem AG L (BDE). O

Pentru a putea pune corect si complet in evidenta metodele vectoriale ar trebui alocat

mai mult timp orelor de geometrie din liceu.
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Concluzii

Dupa 18 ani de vectori, credem ca situatia actuala nu mai poate continua. Din pacate
nu este singura problema a programei de matematica. Opinia noastra este ca sunt doar
doua variante.

Prima ar fi renuntarea totala la acesta tema ca in periada 1980-2000, dar poate nu este
cea mai buna variantd. A doua variantd ar fi si se reintroduca geometria clasica plana
si in spatiu, iar vectorii sa reprezinte un capitol. Apoi sa se aloce timp mai mult pentru
formarea unor deprinderi de calcul. Ulterior sa se prezinte elevilor metode vectoriale
de rezolvare a problemelor de geometrie euclidiana. De asemenea ar trebui reintrodus
studiul riguros al geometriei analitice, inclusiv tridimensionale, iar vectorii sa fie din nou
un capitol.

Nu spunem ca avem obligatoriu dreptate, dar propuneri au tot fost facute de-a lungul
anilor fara ca factorii de decizie sa reactioneze. Sa speram ca generatiile de elevi care vor

veni vor avea parte de programe scolare mai valoroase.
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