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CLASA a XII-a

Problema 1. Pentru n ∈ N∗ considerăm funcţia fn : [0, n]→ R dată de
fn(x) = arctg ([x]), unde [x] reprezintă partea ı̂ntreagă a numărului real x.
Să se arate că fn este integrabilă şi să se determine

lim
n→∞

1

n

∫ n

0

fn(x)dx.
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Problema 2. Fie f : [0, 1]→ R o funcţie derivabilă, cu derivata continuă
şi fie

sn =
n∑

k=1

f

(
k

n

)
.

Să se arate că şirul (sn+1 − sn)n∈N∗ este convergent către

∫ 1

0

f(x)dx.

Problema 3. Fie (A,+, ·) un inel cu proprietatea: oricare ar fi x ∈ A,
x + x2 + x3 = x4 + x5 + x6.

a) Să se arate că dacă n ≥ 2 este un număr natural, x ∈ A şi xn = 0,
atunci x = 0.

b) Să se arate că x4 = x, oricare ar fi x ∈ A.

Problema 4. Fie (G, ·) un grup care nu are elemente de ordin 4 şi
f : G → G un morfism de grupuri care are proprietatea f(x) ∈ {x, x−1},
oricare ar fi x ∈ G. Să se arate că f(x) = x oricare ar fi x ∈ G, sau
f(x) = x−1 oricare ar fi x ∈ G.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


