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CLASA a XII-a

Problema 1. Arătaţi că numărul
1

π

∫ cos π
13

sin π
13

√
1− x2 dx este raţional.

Problema 2. Fie G mulţimea matricelor de forma(
a b

0̂ 1̂

)
, a, b ∈ Z7, a 6= 0̂.

(a) Arătaţi că G este grup ı̂n raport cu ı̂nmulţirea matricelor.

(b) Arătaţi că nu există morfisme nenule de la grupul G ı̂n grupul aditiv
Z7.

Problema 3. Fie funcţia f : [0, 1] → R continuă şi crescătoare şi şirul
(an)n≥1 definit astfel

an =
1

2n

2n∑
k=1

f

(
k
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)
,

pentru orice n ≥ 1.
a) Arătaţi că şirul (an)n≥1 este descrescător.

b) Ştiind că există p ∈ N∗ astfel ı̂ncât ap =

∫ 1

0
f(x)dx, arătaţi că f este

constantă.

Problema 4. Fie A un inel şi a un element al său. Arătaţi că:

(a) Dacă A este comutativ şi a este nilpotent, atunci a+x este inversabil,
oricare ar fi elementul inversabil x ∈ A.

(b) Dacă A este finit şi a + x este inversabil, oricare ar fi elementul in-
versabil x ∈ A, atunci a este nilpotent.

(Un element a al unui inel se numeşte nilpotent, dacă există un număr
ı̂ntreg n ≥ 1, astfel ı̂ncât an = 0.)

Timp de lucru 3 ore. Se acordă ı̂n plus 30 de minute pentru ı̂ntrebări.
Fiecare problemă este notată cu 7 puncte.


